Mayorizacion de vectores y aplicaciones

Curso de la UMA 2018 - Pedro Massey”

Resumen

Las siguientes son notas para un curso de la UMA 2018 (La Plata) sobre mayorizacién
de vectores y sus aplicaciones al analisis matricial.
Se sugiere imprimir este material para el curso, ya que las clases serdn con proyector.
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1. Introduccion.

La mayorizacién de vectores y sus extensiones (mayorizacién de sucesiones finitas de vectores,
de matrices autoadjuntas, de operadores autoajduntos en dlgebras dotadas de una traza fiel, de
funciones en espacios de probabilidad) juegan un papel en diversas ramas de la matemaética.
En estas notas desarrollamos la mayorizacién de vectores desde su inicio, y describimos algunas
de las apariciones mas elementales de esta relacién en el andlisis matricial. Hacia el final de las
notas se mencionan una serie de textos para aquellos interesados en seguir investigando esta
relacién.

Es un gusto para mi agradecer a los profesores Jorge Antezana y Demetrio Stojanoff el
haberme permitido usar su apunte sobre mayorizacién y su texto “Anélisis matricial” para la
escritura de estas notas.

Sin mads, concluimos esta seccién introduciendo algunas de las notaciones basicas que usare-
mos a continuacion.

Notacion

A lo largo de este trabajo consideraremos a C o R como cuerpo de escalares. Llamaremos R
(resp. Ri) al conjunto de niimeros reales no negativos (resp. positivos). Dado n € N, usaremos el

simbolo I, para denotar al conjunto {1,2,...,n} C N. Notaremos M, (C) = C"*™ al dlgebra de

“Departamento de Matematica-FCE-UNLP & Instituto Argentino de Matemética “A.P. Calderén”-CONICET
e-mail: massey@mate.unlp.edu.ar



matrices cuadradas de n x n sobre C. Analogamente, M, (R) = R"*". Llamaremos M,, ,,(C) =
Cm*™m al espacio de matrices rectangulares. Si A € M,,(C), la pensaremos también como un
operador (o transformacién lineal) sobre C™ por multiplicacién: si x € C", entonces A(x) =
Az (el producto usual de matrices). Para denotar las entradas de una matriz A € M, ,,(C),
usaremos indistintamente las notaciones A = (A;j); jer, 6 A = (aij)ijer,. Las columnas y filas
de A se pueden pensar como vectores de C™. Se usard la notacién C;(A) (respectivamente F;(A))
para denotar a la i-ésima columna (resp. fila) de A. Notar que C;(A) = Ae; para i € [,,, donde

{e1,...,en} denota la base canénica de C™.
Los vectores de C™ seran pensados como vectores columna, es decir que identificamos C" con
C™*!. Sin embargo, los describiremos como una fila (estilo x = (z1,...,r,) € C*), para ahorrar

espacio. Por ejemplo, si A € M, (C), i € I, , entonces C;(A) = (a4, a2, ..,an;) € C™.
Dado z € R", x = (1, ..., 5, ), nOtaremos x¥ al vector obtenido al reordenar las cordenadas

de z en forma decreciente. Asi, si z+ = (m%, o xﬁ), entonces CL’% > ... >z} Bs decir, por ejemplo,
que
l‘% = maxz; , :c% + 1:% =méaxz; +x; , etc.
i i#j
Otra notacién: dado = = (z1,...,z,) € R", escribiremos

tro = sz (=tr(zh)).

2. Mayorizacion de vectores

Comenzamos esta secciéon con la definicién de mayorizacién y el desarrollo de sus propiedades
elementales. Hacia el final, veremos la relacion entre mayorizacién y familias de desigualdades
en términos de funciones convexas.

2.1. Definicién y primeras propiedades

Con las notaciones anteriores podemos dar la definicién de mayorizacién:

Definicion 2.1. Sean z,y € R". Se dice que z es mayorizado por y, notado = < y, si se
verifica que try = trx y

k k
1 1
Za:jg yi 1<k<n. (1)
j=1 j=1
Si sélo se cumple la Eq. (1), se dice que = es submayorizado por y, notado z <y, y. A

Observaciéon 2.2. La mayorizacién en R" tiene las siguientes propiedades elementales:
1. Reflexividad: si x € R", z < x;
2. Transitividad: six, y, z € R, <y, y <2z = = < 2;
3. Antisimetria débil: siz, y € R", 2 <y, y < = = =+ = y*.
4. Homogeneidad: sia € Ry o, y € R talesque x <y = az < ay.

5. Siz,y € R" x <y = usando la Eq. (1) junto con —z < —y vemos que
yy =min{y;: iel,} <zt =min{y;: i €l,} < x‘lL =max{z;: i € L,} < y% =max{y; : i € I,}

6. La mayorizacién no es un orden total: si x = (1,1,0) vy y = (3/2,1/4,1/4) entonces
tre =try perox Ay ,y £ .



Ejemplo 2.3. Sea z € R™ tal que x; > 0, ¢ € [, . Llamemos trz = 1. Entonces

1 1 1
- = ey, — ) < (21,20, .. ., < (1,0,...,0). 2
La segunda relacion es evidente. La primera es sencilla, pero la verificamos después. A

Existe una relacién muy estrecha entre las relaciones de mayorizacion y las matrices doblemente
estocéasticas que definimos a continuacién.

Notacién: Notaremos A € M, (R, ) para indicar A;; > 0 para i, j € I, es decir, si A tiene
todas sus entradas no negativas.

Definicién 2.4. Una matriz A € M,,(R_ ) se denomina doblemente estocastica si para todo
1 € 1, , se verifica que
trFi(A)=1 y trCi(A)=1.

Al conjunto de matrices doblemente estocésticas en M,,(C) lo denotaremos DS (n). A

Observacién 2.5. Sean A, B € DS (n). Sea A € [0,1] ysea C = (1 = A)A+AB € M,(R,)
entonces, para i € I,:

Fi(C) = (1= N Fy(A) + AFy(B) = tr(F(C)=(1—-A\)1+A1=1.

De forma similar se verifica tr(C;(C)) = 1 para j € I,; asi C € DS (n).
Por otro lado, si D = AB € M, (R, ) entonces, para i € I,,:
tI‘(FZ(D)) = Z Dij = Z Z Az‘k:Bkj = Z A Z Bkj = Z Agp=1.
j€ln €l kel, kel jely, kel
De forma similar se verifica tr(Cj(D)) = 1 para j € I,,; asi D € DS (n).
Lo anterior muestra que DS (n) es un semigrupo convexo en M, (C). A

Una conjunto importante de matrices doblemente estocasticas es el llamado grupo de matri-
ces de permutacién, que describimos a continuacion.

Observacién 2.6. Sea n € N. Recordar que I,, = {1,2,...,n}.
1. Llamaremos S, al n-ésimo grupo simétrico, es decir
Sp={oc:1, =1, : o esbiyectiva },
con el producto dado por la composicién de funciones.
2. Dada o € S, definimos P, € M, (R, ) a la matrix dada por
(Pr)ij = 05(i); € {0, 1},
donde usamos la delta de Kronecker d;y.
3. Dados 0 € S, y x € C", llamaremos x5 = (Zo(1), - - - To(n)); S€ Verifica que
Por = xz,, 2€C".

Observar que, si 7 € Sy, entonces P, P, = P,,. Por otra parte, P, opera en la base canénica

B = {e;}ie1, por
Ck(Pa) = Po’(ek) = €r-1(k) 5 kel,.



4. El grupo Up(n) = {P, : 0 € S, } estd incluido en U(n), dado que cada P, es claramente

isométrico. Por lo tanto, para cada o € S,,, P,-1 = P, = P* = PL.

5. Observar que Up(n) C DS (n). En efecto, dada o € Sy,

Cie(Py) = Pyler) =€,y vy Fe(Py) = Cu(P) = Ch(Py1) = o1

= tr(Cy(Ps)) = tr(Fi(P,)) = 1 para todo k € [,,.

3)

6. En particular, dadas permutaciones oy,...,0r € Up(n) y A1,..., A\ > 0, Zz‘eﬂk A=1

entonces A =>". 1 A Py, € DS (n).

1€l

Proposicién 2.7. Sea t € [0,1]" tal que tr(t) =k € I,,. Si x € R™ entonces

1€l 1€l

A

Demostracion. Sin pérdida de la generalidad, podemos asumir que x = 2+ (reemplazando ¢ por

t, € [0,1]" para o € S, tal que 2% = ;). En este caso,

n k n k n
Zti-rile'i = Ztixi*Zl‘iJr(k*Zti)xk
=1 =1 ; i i

= et 3 b Y- Y 3

i=k+1
= Zt—lxz—FZxk—Zta:k—i- Z
i=k+1
k
= Z xz—i—Zl—tzl‘k—i— th z_xk
=1 i=k+1
k
= Z(t —1)(x; —z) + Z i —xp) <0,
=1 i=k+1

pues los dos términos del 1ltimo renglén son sumas de términos no positivos.

Observacion 2.8. En lo que sigue vamos a usar repetidamente la siguiente observacion:

x € R™ entonces existe o € S,, de forma que
b = Te = Py x
se decir, se verifica que x5 = (Tg(1), -+ - Tg(n)) CON Ty(1) = -+« = To(n)-

Corolario 2.9. Sea x € R" y sea k € I,,, entonces

E a:%: max E T;.
Kcl, ,|K|=
Cln, |K|=k =2

i€l

Teorema 2.10. Si A € DS (n) entonces Ay <y para todo y € R™.

i=k+1

si



Demostracion. Supongamos que A € DS (n) y llamemos x = Ay. Queremos probar que x < y.
Se puede suponer que las cordenadas de x y de y estan ordenadas en forma decreciente. En
efecto, si P, € Up(n) son matrices de permutacién tales que z¥ = Pz, y* = Qy; entonces
A" = PAQ! € DS (n) por las observaciones anteriores,

Ayt =PAy=Pzr=2' y z=<y e zt<y.

Asi, suponemos = = z+, y = y+. Como z = Ay,

E

n n k

Za:] Z ZaﬂyZ = Z < aﬂ> y; paratodo kel,. (4)
7j=11i=1 =1 j=1
k
Si llamamos t; = ) aji, para i € I, entonces
j=1

n k
OStlStI‘CZ(A):]_ y Zti:ZtI‘Fj(A =
i=1 j=1

Luego, aplicando la ecuacién (4) y la Proposicién 2.7,

Zx] Zt]y]<2y]

para todo k € [, y ademds, cuando k = n, obtenemos la igualdad, usando la ecuacién (4) (para
k=mn,lost; =1). Asi, x < y. |

Ejemplo 2.11. Sea y € R", entonces

try try try
(77 T g eeey 7>—<(y17y27"'7yn)'
n n n
Para verificar la primera mayorizacién, consideramos E = (1);; € DS (n). Por el teorema
anterior ; ‘ ¢
r r r
(—y , Y s —y) =Fky<y.
n n n

Teorema 2.12. Sean z,y € R™. Entonces, son equivalentes:
1. x es una combinacion convexa de vectores que se obtienen de permutar las entradas de y.
2. Eziste A € DS (n) tal que x = Ay.
3. x<y.

4. x=P1--- Py, donde P; = \j I + (1 — X\;) Py, con \j € [0,1] y 0 € Sy, es transposicion,
7 €l,.

Demostracion. Si vale 1, existen 71,...,7m € Sp y A1,..., Am € [0,1] tales que > /" A =1
tales que

r=Y Xyn=> MNP,y=Dy con D= M\P,eDS(n)

1€lm 1€lm 1€lm

pues DS (n) es convexo y Up(n) C DS (n). 2 = 3 es el Teorema 2.10.



3 = 4. Lo haremos por induccion sobre la dimension n. Para n = 1 es trivial. Sean > 2 ; sin
pérdida de generalidad podemos suponer que los vectores estan ordenados en forma decreciente.
Luego, yp, < zp <z1 <y;.Seak >1talqueyr < z1 <yr—_1y A >0tal que z1 = Ay1+(1—\)yg.
Sea Py la matriz correspondiente a la transposicién (1 k), que verifica

PO(ylu ce. 7yn) = (yk,?/% e Yk—15,Y15 Yk+1, - - ayn)

Definamos z = (A I + (1 — A) Py)(y): por construccién, z <y y z1 = x1. Sean 2’ = (z2,...,2p)
y 2 = (22,...,2p), como vectores indexados por el conjunto {2,...,n}. Vamos a probar que
2’ < 2': notemos que 2’ = (z')¥ pero en general 2’ # (2/)* (ver la Observacién 2.13 més abajo).
Como tr(2') = tr(z)—z1 = tr(y)—z1 y tr(2’) = tr(z)—xz1 = tr(y) —x1, se tiene que tr(z’) = tr(2’).
Si2<m < k-1, entonces, como x1 < yi_1,

m m
dz=> v (m—1ye > ( —19:1>Z:E@
=2 1=2

Por otro lado, si m > k.

m
Zzz—Zyl (1= Ny + Aye + Zyz
=2

i=k+1

= Zyz + Ay — (1= Ay
i=1

m m m
= E Yi — 1 2 g T — T = g .
i=1 i=1 i=2
Por hipdtesis inductiva
S
— E PPz
i=1

para Py = i I + (1 — p5) Ps., para ciertas transposiciones G; de {2,...,n}, i € I, donde con-
sideramos la convencién Ps z' = (Z:”rs(2)’ VN zés (n)) y continuando de esta forma con los demas
factores.

Llamemos o; € S, a la transposicién que extiende a &; a I, poniendo o;(1) = 1 y sea P; =

wi I + (1 — ;) Ps,. Luego, como z; = x1, se tiene
x=P Pz = =P - -P-A[+1-)NP)y

4 = 1. Supongamos que vale la representacién en 2. Para cada a = (a;)ier, € {0,1}" considera-

mos
r

o= [N A=Ay Pa=][](P)™ €Upn).
=1

i=1
Entonces, aplicando la propiedad distributiva se verifica que

Yo =1y z= > APay,

ac{0,1}" ae{0,1}"

y como cada P, € Up(n) es una matriz de permutaciéon P,y € R™ es un vector que se obtiene
de permutar las coordenadas de y. |



Observacion 2.13. Un error tipico al tratar de demostrar mayorizacién entre dos vectores, es
olvidarse de ordenarlos antes de sumar sus “primeras”k cordenadas. De hecho, esto sucede en
la prueba anterior con el vector z’. Por suerte no es grave en este caso, porque 2’ estd del lado
de “los mayores”, y lo grave es no reordenar del lado de “los menores”. Mas explicitamente, si

z,y € R™ como
k k
i=1 i=1

es imprescindible ordenar a y para verificar que y < x, pero no para verificar que = < y. Notar
que, en la prueba de la relacién 2’ < 2/, el vector ' ya venia ordenado correctamente. AN

En lo que sigue, dado C' C R™ entonces Conv C' denota la cdpsula convexa de C', es decir

ConvC'={ ) Nci: €01, eCicly, Y \=1,keN}CR".

i€l 1€l
Corolario 2.14. Sea y € R" y definamos Q(y) = {x € R": = <y} C R™. Entonces
Qy) = Conv{yy, : 0 € S,}.
En particular los puntos extremales de Q(y) son yy, 0 € Sy.

Demostracion. La primer afirmacién es la equivalencia entre los items 1 y 3 del teorema anterior.
El segundo hecho es més técnico y se deja como ejercicio (no lo usaremos en estas notas). W

Corolario 2.15. Sean w,z € R™ tales que w < z, y sean z,y € RF tales que x < y. Entonces
los vectores (x,w), (y,2) € RF™ cumplen que (z,w) < (y, 2).

Demostracion. Por el Teorema 2.12, existen A € DS (k) y B € DS (m) tales que Ay = = y
Bz = w. Pero si consideramos

_ A kam
= [ o }eMHm«m,

es facil ver que C € DS (k+m) y que C(y, z) = (z,w). [ |

Observacién 2.16. Sean z,u € R" tales que z; < u;, para todo i € I,. En este caso notamos
< U.

1. Entonces se cumple que ¥ < ub.
2. Lo anterior permite deducir que z <, u.
La verificacion de estas afirmaciones queda a cargo del lector. A

Proposiciéon 2.17. Sean x,y € R™. Entonces x <, y si y solo si existe u € R™ tal que
T<U<Y .

Demostracion. Antes que nada, es claro que si el tal u existe, entonces z <y, y (por la Obser-
vacién 2.16 y transitividad de <,, ). Para probar la reciproca, podemos asumir que trz < try,
porque sind basta tomar v = x. Asumiremos también que x e y estdn ordenados en forma de-
creciente, dado que una ves encontrado el u para este caso, luego se lo puede reordenar igual
que a x, lo que preserva la relacion x < u y no afecta la relacién u < y.

Se hard induccién sobre n. Si n = 1, el resultado es trivial (en ese caso < significa igualdad).
Sin > 1, cosideramos dos casos:



k k
Caso 1: Siexiste k € I,,_1 tal que le = Zyi, llamamos a = (x1,...,2k) yb= (y1,...,Yx) €
i=1 i=1
R*. Es claro que a < b. Por otra parte, si llamamos w = (Zgy1,...,%n) ¥ 2 = (Yott1s---»>Yn) €
R" % es también claro que w <y, 2, porque estin bien ordenados y, si r € I,,_ , entonces

k+r k+r

T T
Zzi — Zwi = Zyi — Zﬂcz > 0.
i=1 i=1 i=1 i=1

Ahora bien, por hipétesis inductiva, debe existir v € R * tal que w <v < z. Entonces basta
tomar u = (a,v) € R™ que cumple lo pedido, porque w < v implica que = = (a,w) <(a,v) = u.

Por otra parte, como a < by v < z, el Corolario 2.15 dice que u = (a,v) < (b, 2) = y.
k k

Caso 2: Supongamos que d = km}In {Z Yi — sz} > 0, y que se realiza en cierto kg € I, .

€l, | 4 ,
=1 =1

Tomemos v = x + dey, es decir que agrandamos en d la primera cordenada de x. Observar que

v estd ordenado decrecientemente, por estarlo x. Por ser d quien es, es claro que z <v y que

v <4 y. Pero claramente v cae en el Caso 1 (sumando hasta ko, y si ko era n, bingo). Entonces

existe u € R" tal que z<v<u < y. |

2.2. Mayorizacién y funciones convexas

Definicién 2.18. Si I C R es un intervalo (semirrecta o todo R), decimos que f es conveza si,

dados m € N, x1,...,2m € Ty M,..., A € [0,1] tales que Y ;cp A =1, se cumple que
£( Z Aixi) < Z Ai f(z3) -
i€l i€l
A
En general, dado I C R, una funcién f : I — R, y un vector y € I", notaremos por
F@) =) flun) €RY (= te(f(y) =D fi))-
i€ly,

SiIesunintervalo, f : I — R es funcién convexa, y; = (yij)je1, € I, paraj € Ly, y A1,..., Ay €
[0, 1] son tales que »;; A; = 1 entonces, usando la notacién anterior,

FO - Xiw) = (PO Nivig))jen, <O X Fig)jer, = D N fwi) s

i€l 1€l 1€l 1€l

donde la desigualdad entre los vectores es coordenada a coordenada.

Teorema 2.19. Sean z,y € R™. Sea I C R un intervalo (semirrecta o todo R) tal que x,y € I".
Entonces, son equivalentes:

1. z<y
2. tr f(z) <tr f(y) para toda funcion convexa f: I— R.
n n
3. ZM}Z -t < Z|yz — t| para todo t € R.
i=1 i=1
Andlogamente, son equivalentes

1. x=<ywy (submayorizacion)



2. tr f(z) <tr f(y) para toda funcion f:R — R convera y no decreciente.

3. Z  —t +<Z * para todo t € R.
=1

Demostracion. S6lo probaremos la primer parte, puesto que los argumentos para probar la
segunda son similares (para 17 — 2’, se aplica 1 — 2 y la Proposicién 2.17, que serd ttil para
funciones no decrecientes). Supongamos que x < y. Entonces, por el Teorema 2.12,

xr = Z A Pdi(y)
i=1

para ciertos A; > 0 que suman uno, y para ciertas o; € S, . Luego f( SN Pgiy) <O f(sz.y)
(i.e., se tiene desigualdad en cada cordenada), y

tr f Z)\ P,y <tr2)\ f(Pry) Z)\ tr Py, (f Z)\ tr (f(y)) = tr f(y) -

La implicacién 2 — 3 (respectivamente, 2" — 3') se deduce de que la funcién x — |z — t| (resp.
x — (x —t)T) es convexa (resp. convexa no decreciente) para todo ¢t € R. Probemos 3 — 1.
Supongamos que los vectores x e y estdn ordenados de forma decreciente (ni 3 ni 1 depende del
orden de las cordenadas). Sean M = max{x1,y1} y m = min{x,, y,}. Tomando ¢ > M, se tiene

que
Z‘yz_t‘_zt_yz—nt_zyiy

=1

y lo mismo para x. Luego la de&gualdad del item 3 para estos valores de ¢ implica que try < trz.
Andlogamente, la desigualdad 3 para valores de t tales que t < m implica que trz < try. Luego
trz = try. Por otro lado, dado z € R, se tiene que 221 = z + |z|. Luego

22 —t+—z — 1) +Z|xl—t|—trzx—nt+2|x@—t|

=1

§try—nt+2]wi—ﬂ:2 ,—t) +Z|yz—ﬂ
. =1 =1

:22(:%_
i=1

Fijemos k € I,,. Tomando t = y, resulta que

n k k

Z(yz — )t = Z(yz —t)t = Zyz —kt .

Por lo tanto

k k

lo cual muestra que Z z; < Z Yi- |
i=1 i=1



Corolario 2.20. Sea I C R un intervalo. Sea g : I — R una funcion convexa (resp. convezra
creciente). Entonces, dados x,y € I",

x =<y (resp. z<py) = g(x)<uwg(y).
En particular v <y = |z| <y |y|, y también x <, y = T <, y".

Demostracion. Sea f : R — R convexa no decreciente. Es facil ver, entonces, que f o g es una
funcién convexa. Por el Teorema 2.19, si z < y, entonces

tr f(g(z)) =trfog (z) <trfog (y) =trfg(y)).

Pero por el mismo teorema (en su segunda parte), como lo anterior vale para toda f: R — R
convexa no decreciente, deducimos que g(x) <y g(y).

Si g es creciente y x <y, y, por el Corolario 2.17 existe u € R" tal que z <u < y. Luego, por el
caso anterior, g(z) < g(u) <4 g(y). Para concluir que g(x) <4 g(y) basta aplicar la Observacién
2.16. |

Corolario 2.21. Sean x,y € R, tales que x > 0 e y > 0. Entonces, se tiene que

n n
T <y — Hmzznyz
i=1 i=1

Demostracion. Sea g(t) = —logt, que es una funcién convexa (pero decreciente), definida en
I = (0,+00). Por el Corolario 2.20, si x < y, entonces g(z) <4 g(y). En particular,

n n n n
—longi = —Zlogzxi < —Zlogyi = —logHyi )
i=1 i=1 i=1 i=1

de lo que se concluye que [[i"; z; > [, vi. [ |

Corolario 2.22. Sean x,y € R", tales que x > 0 e y > 0. Si se cumple que

k k
Hxi < Hyi ,  para todo kel,, (5)
i=1 i=1

entonces T <y Y.

Demostracion. Notar que la ecuacién (5) equivale a decir que log(x) <, log(y). Como la funcién
t — expt := e! es convexa y creciente, podemos aplicar el Corolario 2.20 y deducir que x =
explogx <, explogy = vy. |

Observacion 2.23. Sean z, y € R” tales que x < y. Notemos que el item 3. del Teorema 2.19
indica entonces que la dispersion de las entradas del vector x alrededor de ¢ es menor 6 igual
que la dispersion de las entradas del vector y alrededor de t, con respecto a cualquier ¢ € R.
En este caso, la dispersién es con respecto a la distancia usual en R dada por d(a,b) = |a — b|
para a, b € R. Mas generalmente, si p € [1,00) entonces podemos considerar la dispersiéon con
respecto a la distancia dp(a,b) = |a — b|P, a, b € R. Notemos que como ¢:(z) = |z —t| (t € R)
es convexa en R y la funcién fj,(z) = 2P (p € [1,00)) es convexa y creciente en R, entonces, el
Teorema 2.19 muestra que g(x) < 9(y) = fp(9(x)) <w fp(9(y)). En particular

S wi =t <>y — P
i€l i€l

de forma que la dispersién de las entradas de x es menor 6 igual que la dispersion de las entradas
de y con respecto a toda una familia de medidas de dispersién. A
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3. Aplicaciones: matrices autoadjuntas

Observaciéon 3.1. En lo que sigue vamos a usar los siguientes hechos y nociones:

1. Si A€ M, (C) entonces A* € M,,(C) denota A* = A? la transpuesta conjugada de A:
(A*)jk = ATW para j, kel,.

Al conjunto de todas las matrices A € M, (C) autoadjuntas, i.e. tales que A* = A, lo
notamos H(n).

2. Si A € H(n) entonces existen reales A\; > ... > \,, y una base ortonormal (BO) {v; }ier,
de C" tales que
Av; = N\jv; para €1,

y en este caso notamos A\(A) = (\;);er, (los autovalores de A contando multiplicidades y
ordenados en forma decreciente).

Otra forma equivalente de lo anterior es: existen reales A\; > ... > A, y una base ortonormal
(BO) {vi}ien, de C™ tales que

A= "N (6)

i€l

(recordemos que C" = C™*! y luego v} € C*" y entonces v; v} € H(n)).

3. 851 A € H(n) y consideramos una representacién como en Eq. (6) entonces, dada una
funcién f: I — C con A(A) € I", definimos

FA) =" f(N) vivy (7)
i€l

que resulta una matriz normal en general. Notemos que los autovalores de f(A) contando
multiplicidades son: f(A1),..., f(Ay) € C. Si f(\;) € R, i € I,, entonces f(A) € H(n).

4. Una matriz A € H(n) es semidefinida positiva (SDP) si A(A) € R". Equivalentemente,
A € H(n) es SDP si solo si

(Av,v) >0 paratodo veC", (8)

donde (v, w) = > ;1 v;, W; denota el producto interno usual de C". Al conjunto de todas
las matrices semidefinidas positivas lo notamos M,,(C)*.

5. Dada A € M,(C)", entonces A(A) € R". Si f : R, — R, f(z) = 2'/2, llamaremos
A2 = f(A) € M, (C)*. Por construccién (AY/?)? = A.
6. Dada B € M,,(C) y una BO arbitraria {w; };cr, entonces la traza de B estd dada por
tr(B) = Y (Bwj, w;) € C.
i€ly,

tr(B) no depende de la BO considerada. Recordemos las propiedades fundamentales de tr:
es una funcional lineal que satisface tr(C'D) = tr(DC) para todas C, D € M, (C).

7. Si A € H(n) entonces con autovalores A(A) € R™ entonces tr(A4) = tr(A(A)) = > ;cp Ni(A):
basta tomar la BO de autovectores de A para calcular tr(A). (Vale mencionar que la férmu-
la vale para matrices arbitrarias, considerando los autovalores - posiblemente complejos -
contando multiplicidades algebraicas).

A
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3.1. El teorema de Schur

La primer aplicacién de la mayorizacién es la descripcion de la relacién que existe entre la
diagonal de una matriz autoadjunta A y sus autovalores A\(A).

En lo que sigue, dada A € H(n) y x € R™ notamos d (A) = (a11,...,an,) € R™ a la diagonal
principal de A (que resulta real, porqué?) y diag(z) € H(n) a la matriz diagonal tal que
d (diag (z)) = =.

Teorema 3.2 (Teorema de mayorizacién de Schur). Sea A € H(n) y AM(A) € R™ el vector de los

autovalores de A. Entonces,
d(A) < A(A).

Demostracion. Para demostrar que d (A) < A(A) vamos a probar que d (4) = B - A(A), para
cierta B € DS (n). Como A € H(n), si D = diag (A(A4)), existe U € U(n) tal que A = U*DU (de
hecho, U* es la matriz cuyas columnas son los vectores de una BO de autovectores de A como
en la Observacion 3.1, item 2). Mediante cuentas elementales de matrices, se puede verificar que
cada entrada de A tiene la forma: dados i,j5 € 1, ,

n
aij = Zﬂki)\kukj , en particular, a; = Z N | i |2
k=1
Consideremos ahora la matriz B = (|u;;|?);; que, por ser U unitaria, cumple
w(Ci(B)) = IF;U)IIP=1 vy  w(F(B)=|CU)|> =1 para jel,.

Asi, B € DS (n). Ademas

- -
2
Up1 |2
LR N P I PR
B-MA)=1| + . | = : =d(4).
2 DY 2 n
Luego, el Teorema 2.12 completa la demostracién. |

Proposicién 3.3 (Principio del Méximo de Ky Fan). Sea A € H(n). Entonces para todo k € 1, ,

se tiene que
k

k
D ON(A) = méx > (Awj, wy),
j=1

j=1

donde el mdzimo se toma sobre todas las k-uplas ortonormales {w1, ..., wg} en C™.

Demostracion. Fijemos k € 1, . Sea {wj, ..., wy} una k-upla cualquiera de vectores ortonormales.
Sea U € U(n) tal que sus primeras k columnas sean los vectores dados. Notemos B = U* AU,
que verifica A\(B) = A(A4) y, ademas, si {e;}e1, es la BO candnica

k k k

k
Z ij,wj = Z(AUGJ',UGJ'> = Z(U*A Uej,ej> = ijj'
7=1

j=1 j=1 j=1

Por el Teorema de mayorizaciéon de Schur 3.2,

k
E (Awj,wj) =
Jj=1

wmw
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Si consideramos en particular una k-upla ortonormal {vy, ..., vx} compuesta por autovectores de
A correspondientes a los autovalores Aj(A), ..., A\x(A), obtenemos

k
(Avj, vy) = (A vy, vy) =D N(A).

1 j=1 j=1

k
Jj=

De esta manera vemos que se alcanza la igualdad cuando se toma el méximo sobre todas las
k-uplas de vectores ortonormales. |

Teorema 3.4. Sean A y B € H(n). Entonces

MA+ B) < MA) + \(B).

Demostracion. Sea k € I, y {w1,...,w,} un conjunto ortonormal en C" tal que
k k
> XA+ B) =D ((A+ B)wj, w)).
j=1 j=1

Entonces, por la Proposicién 3.3 tenemos que

k k
N(A+B) = > ((A+ B)wj, w;)
j=1 j=1
k k
= > (Awj, wy) + Y (Bwj, w;)
j=1 j=1
k k k
< DN F D NB) =D (MA) +AB)); -
j=1 j=1 j=1
Finalmente, para k = n hay igualdad, porque tr(A + B) = tr (4) + tr(B). [

3.2. El teorema de Schur-Horn

Para motivar el préximo resultado fundamental sobre mayorizacion, consideramos el siguiente
problema de representacién de matrices SDP: dada A € M,,(C)™ entonces A(A) = (Ai)ier, € RY
y existe una BO {v; }icr, de C™ tal que

A= N (9)
i€y,

El hecho de que los v;’s en la Eq. (9) sean mutuamente ortogonales nos permite recuperar el
hecho de que son autovectores de A y que Aq, ..., A, son los autovalores de A. En efecto, como
v*w = (w,v) para v, w € C" vemos que

AUj = Z)\Z Ul"l),zk'l)j = ZAZ <'Uj, 'l)i)'l)z‘ :)\]U]

i€l i€ly,
Sin embargo, si consideramos vectores unitarios wi, . . ., w, € C" (no necesariamente ortogonales
entre si) y coeficientes ci,...,c, € R, entonces la matriz

Z c; wiwf € M, (C)* (porqué?)

1€l
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pero en general sus autovalores y autovectores no tienen porqué coincidir con los ¢;’s y w;’s.
En este sentido, dada A € M,,(C)" y coeficientes c1,...,¢, € R, (con n # m posiblemente)
podemos preguntar bajo qué condiciones existen vectores unitarios wi,...,w, € C" para los
que se verifique

A= Zci w; Wy . (10)

1€Ln
Una condicién obviamente necesaria es que la dimensién del rango de A, notada rk(A), verifique
rk(A) < m. Para justificar el estudio de este problema consideramos el siguiente caso particular:

sim >mnyc¢ =, parai € I, entonces veremos mas adelante que existen vectores unitarios
Wi, ..., Wy € C™ tales que

I:EZH::IWW: - Z=;§<Z,wi>wi para todo ze€ C". (11)
teim 1Clm

Salvo el factor n/m, la representacién de los vectores de C™ arriba es formalmente andloga
a la representacién con respecto a una BO de C"; sin embargo, el conjunto {wi,...,w,} es
linealmente dependiente (m > n). La dependencia lineal de este sistema de generadores puede
ser una ventaja en ciertas situaciones que surjen en las aplicaciones.

Para poder desarrollar una primera caracterizacién de la existencia de solucion del problema
anterior consideramos la siguiente construccién estandar en M,,(C).

Definicién 3.5. Sea A € M,,(C). Llamaremos “médulo de A” a la matriz

|A] = (A*A)% € M, (C)F.

Teorema 3.6 (Descomposicién polar ). Sea A € M,,(C). Entonces
1. Para todo x € C", se verifica que ||Az| = || |A|x].

2. Si definimos U : R(|A|) — R(A) dado por U(|Alz) = Az, para x € C" entonces U es una
isometria entre los subespacios que son los rangos de |A| y A respectivamente. Si U € U(n)
es cualquier extension de U a una isometria de C" entonces

A=Ul4],
que es llamada una descomposicién polar (DP) de A; en general no es inica.
3. Cualquier U € U(n) que cumpla A = U|A|, verifica que UA*AU* = AA*, y por lo tanto
UlAU" = A" y A=|A"U.
Esto dice que U* es un unitario admisible para la DP de A*.
Demostracion. Ver el apéndice. |

Observacion 3.7. Sea W € M,,(C) y sea W = U |[W| una DP de W. Entonces, el Teorema 3.6
implica que
UW*WU* =W W*,

es decir, WW* y W*W son conjugados mediante un unitario (y en particular, son similares).
En particular, concluimos que WW?* y W*W tienen la misma ecuacién caracteristica de forma
que A\(WW*) = A\(W*W), dado que WW*, W*W € M,,(C)* C H(n). A

Proposicién 3.8. Sean ¢ = (¢i)ie1, € R} y A € My(C)*. Son equivalentes:

14



n
1. Existen vectores unitarios wi, ..., w, € C" tales que A = g cj wj w;.

j=1
2. Existe B € M,,(C)" tal que d (B) = ¢ y A(B) = \(A).
Demostracion. Si se verifica 1, sea W € M,,(C) definida por We, = Ci(W) = c,lg/2wk, kel,.

Veamos que WW* = A. En efecto, notemos que si llamamos W}, € M, (C) a la matriz cuya
columna k-ésima es Ci (W), pero las demds son nulas, se tiene que

W= Wy, WilW;=0 si j#k y WiWj=cp wpuwj.
k

Es claro que todo esto implica que WIW* = A. Por lo tanto A(A) = A(WW*) = A\(W*W), por
la Observacién 3.7. Si B = W*W, es facil ver, ademés, que B;; = ¢;||w;||?> = ¢;, i € I,,, lo que
prueba 2. Reciprocamente, si B € M,,(C)* C H(n) cumple \(B) = A(A) y d(B) = ¢, sean
V, W € U(n) tales que

VAV =diag(AM(A)) y W'BW =diag(A(4)) = UAU =B para U=VW*"eclU(n).
Consideremos la matriz W = AY2U. Entonces

W*W =U* (AV?2U=U*AU=B y WW*=AY2U U*AY? = 4,
CGi(W)

. Basta ahora definir w; = —————,si¢; > 06 w; = e si

IC:(WII°

1/2 . :
¢; = 0: entonces C;(W) = Ci/ w; y se verifica como al comienzo de esta prueba que

mientras que ¢; = B;; = ||Ci(W)]|?

n

A:WW*:chij;f,

j=1
que prueba 1. |

La proposicién anterior, junto con el Teorema de Schur 3.2 muestran que la relacién de mayo-
rizacién ¢ < A(A) es una condicién necesaria para que existan vectores unitarios z1,...,x, € C"
tales que A = > j=1Cj Tj T El siguiente resultado debido a Alfred Horn (que complementa el
Teorma de Schur) muestra que la relacién de mayorizacién es también suficiente.

Teorema 3.9 (Schur-Horn). Sean b,c € R™. Entonces son equivalentes:
1. ¢=<b.
2. Eriste B € H(n) tal que d (B) = ¢ y \(B) = b*.

Si, ademds, b y c tienen entradas no negativas, lo anterior equivale a

3. FExisten vectores unitarios wy, ..., w, € C" tales que
n
diag (b) = ch wj w;.
j=1

Para probar el teorema de Schur-Horn consideramos el siguiente lema:
Lema 3.10. Sea A = (asj)s, jer, € H(n) con d(A) =y. Sea o0 = (k 1) € S, una transposicion y
r=M\I+(1-\NP,)yecR?,

Entonces, existe U € U(n) tal que d(U*AU) = .

15



Demostracion. Primero notamos que podemos asumir (sin pérdida de generalidad) que o = (1 2)
y que aj; > age. Esta reduccién es posible gracias a la siguiente observacion (los detalles se
dejan al lector): notemos que si 7 € S, entonces Pr € Up(n) C U(n) y PF = P.-1; ademas,
(PFAPrei,e;) = (Aers),er)) de forma que

d (P: APT) = PT(d (A)) = (a’T(l)T(l)7 s a‘r(n)T(n)) .

Asi, asumimos que o = (1 2) y a1 > age; entonces y = (a11,...,0pn) ¥
T = (/\ a1 + (1 — /\) as9, (1 — )\) a11 + Aago,ass, ... ,ann)
= (21,72,a33,...,Qnn)

En particular age < x1, 22 < a11 y a1 + a2 = x1 + x2. Consideremos la ecuacién

(£ )( “) (6 ) =(2 ) (secuew
—S C alp ao2 —S C z w
con ¢, s € R, ¢? + 52 = 1, que garantiza que el (primer y) tercer factor es matriz unitaria. La
igualdad de las entradas (1,1) equivale a

2 2 _

c“a11 —2scReas; + s7ag = 7 .
La ecuacién se transforma en cuadrética en la variable ¢t := s/c,

(a22 — x1)t2 —2tReas; + (a11 — xl) =0

con discriminante 4 - [(Reag1)? — (a11 — 21)(aze — x1)] > 0 dado que (a1; — 21)(aze — x1) < 0.
Entonces

1
= = —— y s = ct satisfacen la igualdad de las entradas (1,1).

V1412

Pero notemos que por construccién

*
C S ajlp ai2 C S
a11 + agg = tr((_s c) <a12 a22> (_S c>) =T t+w = W= T

Asisi ¢, s € R son como antes ( en particular ¢? + s2 = 1)

(0 G ) (0= (2 0) ceon
—S C a1y a2 —S C z i)

Definimos
c s
U:< )@Ing = Uecln).
—s c
Mas atn,
Il z * *
zZ X9 Ok *
U*AU = | * * ass a3n
* *  Ap3 cc Gpn

= d(U"AU) = (21, 22,033, -, nn) = T .
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Ya podemos probar el teorema de Schur-Horn:

Demostracion del Teorema 3.9. Notemos que 2. = 1. es el Teorema de Schur, mientras que la
equivalencia de 2. y 3. (bajo la hipdtesis de que b, ¢ € ]Rf) es la Proposicién 3.8. De esta forma,
solo resta probar la implicacién 1. = 2. Supongamos que ¢ < b; entonces existen transposiciones
de I,, o and A; € [0,1], 1 < j < r tales que si P; = \; I + (1 — \;) P,, entonces

CcC = PT’ . e Pl b
Por el lema previo existe U; € U(n) tal que
d (U7 diag (b) Uy) = Py d (diag (b)) = P1 b .

Aplicando el lema anterior nuevamente, a la matriz U diag (b) U; € H(n) con diagonal principal
P1by Py, concluimos que existe Us € U(n) tal que

d(Uz (U7 diag (b)Uy) Uz) = P, P b .
Repitiendo el procedimiento anterior concluimos que existen Uy, ...,U, € U(n) tales que
dU;---Ufdiag(b)Uy---Uy) =P.---Pib=c
= d((U1---Uy)*diag(b) (Ur---Uy)) =c
de forma que basta tomar B = diag (b) y U = Uy ---U, € U(n). [ |

En lo que sigue usaremos el siguiente hecho: dadas A, B € H(n) entonces existe U € U(n) tal
que si U AU* = B si y solo si A(A) = A(B) (para verificar este hecho basta recordar que toda
matriz autoadjunta tiene asociada una BO de autovectores de C").

Teorema 3.11. Sea a = (a1,...,a,) € R™ y A € H(n) tal que \(A) = a* . Entonces,
{d(UAU*):UelU(n)} ={z eR":z < a}.

Demostracion. Si B = UAU*, con U € U(n), entoces A(A) = A\(B) = a*. Luego por el Teorema,
de mayorizaciéon de Schur 3.2, se tiene que d(B) < a, que prueba la inclusién del conjunto
izquierdo en el derecho.

Reciprocamente, si x € R" cumple x < a, por el Teorema 3.9 existe B € H(n) tal que
d(B) = z y M(B) = a*. Por lo tanto, usando el hecho mencionado previamente, debe existir
U € U(n) tal que B = UAU*. Luego x € {d(UAU*) : U € U(n)}, lo que prueba la otra

inclusion. [ |

Corolario 3.12. Sean A € M, (C)" yce R, con m > n. Entonces existen vectores unitarios
W, ..., wn € C" tales que

A= gupwy < c=<(MA),0,...,0):=A\(A) €RT".
k=1

Demostracion. Sea

A (o
Omfn,n Omfn7 m—n
— 3 m
Entonces A\(41) = A(4) € RT".
Claim: la existencia de vectores unitarios wi, ..., wm, € C" tales que A = >~ | ¢ wi wj equivale
a la existencia de vectores unitarios wy, ..., Wy, € C™ tales que A = Y )" | ¢ Wy W;.
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En efecto, si asumimos la existencia de los wiq,...,w, € C™ como arriba, definimos w; =
(w;, 0;—p) para i € I,,,. Ahora es un ejercicio sencillo verificar que los Wy, ..., W, € C™ tienen
la propiedad deseada. Reciprocamente, si asumimos la existencia de los w1, ..., W, € C™ como
arriba, entonces necesariamente se tiene que w; = (wj, 0p—p) para vectores unitarios w; € C”,
para i € I,,: esto se mirando la diagonal principal de Ay pues, sin+1<i<m

0= (Al)u = Z (UN)k UNJZ)” = Z ‘(uN)k)z‘Z (veriﬁcarlo ')
kel kel
El claim anterior junto con el Teorema 3.9 prueban el resultado. |
Observacion 3.13. El resultado anterior resuelve el problema planteado al comienzo de esta

seccién, al menos para el caso m > n. Es facil ver, usando el Teorema 3.9, que si A € M,,(C)™",
tk(A) < m < nyce€ R'", entonces la condiciéon necesaria y suficiente para que A pueda

ser representado A = Zznzl ¢, W Wy, para ciertos vectores unitarios wi,...,wy, € C", es que
A(A) = (¢,0,...,0) € R™. En particular, la representacién en la Eq. (11) es una consecuencia de
la mayorizacién (n/m);er,, < (1,...,1,0m—pn) € R™ (ver Ejemplo 2.11). A

3.3. Desigualdades de Lidskii para autovalores

Sean A, B € H(n). En general, el vector de autovalores de A + B € H(n) no tiene una
expresion explicita en funcién de A\(A) y A(B). En este sentido, la relacién sencilla relacién de
mayorizacién A(A+B) < A(A)+A(B) da una informacién importante sobre A(A+ B) en términos
de AM(A) y A(B). La desigualdad de Lidskii da otra relacién de mayorizacién fundamental entre
los vectores A(A), A(B) y A(A+ B).

Para poder desarrollar esta desigualdades, consideramos los siguientes hechos y resultados pre-
vios. En lo que sigue usamos el siguiente hecho fundamental de algebra lineal: si S, M son
subespacios de C™ entonces n > dim(S + M) = dim S + dim M — dim(S N M).

Teorema 3.14 (Courant-Fisher). Sea A € H(n) y sea k € I,,. La letra S denotard subespacios
de C™, y 81 denotard al conjunto de los vectores de S de norma uno. Entonces,

Ap(4) = méx min(Az,z).

Demostracion. Sea {v;}ier, una BO de C™ tal que Av; = A\(A)v; para i € [,,. Sea S un

subespacio de C" tal que dimS = k y sea M = el subespacio generado por {vg,...,v,}.
Entonces dimS + dimM =k + (n — k + 1) > n de forma que S N M # {0} (ver el comentario
antes del enunciado de este resultado). Si z € SN M, ||z|]| = 1 entonces (como z € M)

(Az,2) = > Xi(A) [z 0P <D0 M(A) [z, 0P = Ak(A) [|2]7 = Me(A) -
i=k i=k

Como ademés z € S entonces minges, (Az,a) < (Az, z) < Ap(A). Asi

| i (Az, ) < A\p(A).
odx min{Az, z) < Ax(4)

Notar que si elegimos 8’ como el subespacio de C™ generado por {vy,..., v} entonces dim S’ =
k'y mingesn, (Az,z) = (Avg, vi) = A(A), donde usamos que v, € S’ y las estimaciones
anteriores. [

Definicién 3.15. Sean A, B € H(n). Decimos que B es mds grande que A en el orden de
operadores, notado B> A 6 A< B, si B— A € M,,(C)". Equivalentemente, A < B si y solo si

(Az, x) < (Bz, z) para todo x € C".
A
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Corolario 3.16 (Monotonia de Weyl). Sean A, B € H(n) tales que A < B. Entonces A\(A) <
Ae(B) para k € 1,,.

Demostracion. Por hipétesis (Azx,x) < (Bx,z) para z € C". Si S es un subespacio de C" tal
que dim S = k entonces

A < min(B = M(A) = A < B = A
;ggﬁ T, T) ggg( T, T) k() = méx il%1§1< ,z) S mix g;g}( z,z) = A\ (B).

Observacion 3.17. Sea B € H(n) y consideremos f, g : R — R, dadas por f(z) = 2t =
méx{0,z}, g(r) = 2~ = max{0, —x}, para x € R. Entonces definimos

BT = f(B) e Mp(C)T 'y B =g(B) € My(C)"

que son la parte positiva (PP) y parte negativa (PN) de B. Si {v; }icr, es un BO de C™ tal
que

B=) X(B)viv; = B'= > XNBuwv; y B = > =X(B) .

i€y, i€ln, A (B)>0 i€l,, X (B)<0

Lo anterior muestra bien que B = BT — B~. Por otro lado, B < BT pues si € C" entonces

(Bzx,x, Z Ni(B) |(z,v:)* < Z \i(B) |(z,v)* = (BT z,z).

i€l ’Leﬂnv ( )>0

Comenzamos con una versién técnica de la desigualdad de Lidskii.

Teorema 3.18 (Lidskii - versién técnica). Sean A,B € H(n), k € L, y J C 1, con |J| = k.

FEntonces
k

S NA+B) =D N(4) <D N(B). (12)

jeJ jeJ i=1

Demostracion. Supongamos primero que B € H(n) ademds verifica que A\i(B) = 0. Sea B =
By — B_ la descomposicién de B en partes positiva y negativa de B. Como \¢(B) =0 > \(B)

con k < i < n, se tiene que:
k

tr(By) = Y N(B).

Como B < BT entonces A+ B < A+ BT; por el teorema de Weyl deducimos que \;(A+ B) <
Aj(A+ By) para todo j € I,. En consecuencia,

3 (Aj(A +B) = X(4)) £ 3 (L(A+ By) - A(4)).
jeJ jeJ

Finalmente, como B™ > 0 entonces A + BT > A y usando nuevamente el teorema de Weyl,
resulta que A\;j(A + B4) > \;(A), para todo j € I, . Por lo tanto

S (MA+ By = 3(4) <30 (M(A+ By - x(4)
jeJ j=1
=tr(A+ By) — tr(A) = tr(By)

k
= Z)‘J(B)
j=1
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Consideremos ahora B € H(n) arbitraria. En este caso, si definimos B = B — \(B)I € H(n)
entonces A(B) = (A\i(B) — Ag(B))ier,. En particular, Ag(B) = 0. Por la primera parte de la
prueba, y el hecho de que A+ B=(A+ B) — \(B) [

k
> XN(A+B) =k X(B) =) N(A+B) <> N(A)+) Xi(B) =) A(A Z B)—k A\(B)
jeJ jeJ jeJ i=1 jeJ =1
que prueba la desigualdad en Eq. (12) en el caso general. |

Teorema 3.19 (Desigualdad de Lidskii - caso autoadjunto). Sean C, D € H(n). Entonces
AC) = A(D)<XC -D).

Demostracion. Reemplazando en el Teorema 3.18 (Lidskii versién técnica) A = D por B = C—D
(de forma que A+ B = ('), obtenemos

k
(MO -AD); = mix (3N =AD) <Y NC-D),  (13)
j=1

JCI,, |J|=k
_nl‘ jeJ

para todo k € I, . Ademas,
tr(A(C) — A(D)) = tr(C) — tr(D) = tr(C — D) = tr(A(C — D)).

Entonces, A(C) — A(D) < A(C — D). [ |

3.4. Valores singulares y normas unitariamente invariantes.

Valores singulares. Comenzamos recordando la nocién de valor singular de una matriz y su
descomposicién en valores singulares.

Definicién 3.20. Sea A € M,,(C),
1. Recordemos que el médulo de A estéd definido por |A| = (A*A)Y/? € M, (C)*.

2. Llamaremos valores singulares de A a los autovalores de |A| ordenados en forma de-
creciente, notandolos s1(A) > --- > s,(A) > 0 es decir, s;(A) = N(|A]) = \(A*A)'/2,
1€ 1.

3. Llamaremos s(A) = (s1(A),...,sn(A)) = A(|A]) y £(A) a la matriz diagonal

A

Teorema 3.21 (Descomposicién en valores singulares). Sea A € M,,(C). Entonces existen dos
matrices unitarias V,W € M, (C) tales que

A=WE(AV*.

En este caso, las columnas C;(V) forman una B.O. de autovectores de |A| (y A*A), y las
columnas C;(W) forman una B.O. de autovectores de |A*| (y AA*).
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Demostracion. Veamos la existencia de la descomposiciéon en valores singulares; el resto de las
propiedades enunciadas queda como ejercicio para el lector. Primero consideramos una descom-
posicién polar A = U |A|, donde U € U(n). Como |A| € M,,(C)" podemos diagonalizar esta
matriz mediante un unitario V' € U(n) de forma que V*|A|V = diag (A(|A4]|)) = X(A), puesto
que A(|A]) = s(A). Asi

UVEAV =U|Al =A,

con lo que basta definir W = UV € U(n). La prueba dl resto de las afirmaciones es un ejercicio
para el lector. [

El préoximo resultado se lo conoce como el truco del sombrero.

Teorema 3.22. dada A € M,,(C), si definimos

A= (j* 61) e H(2n),
entonces se tiene que
MA) = (51(A), -+, 8n(A), —sn(A), -, —s1(A)) € (R™)F, (14)
donde s(A) = (s1(A), .., sa(A)) € (R")* denota el vector de valores singulares de A.

Demostracion. Consideremos matrices unitarias V, W € U(n) para una descomposicién en va-
lores singulares de A, de forma que A = W X(A) V*. Entonces construimos la matriz unitaria
gL (W v
V2 \-w Vv

La verificacién de que U es matriz unitaria se puede hacer notando que, en general, si tenemos
matrices X,Y € Ma,(C) por bloques cuadrados de tamano n es decir tales que

X1 X2 Yii Yo
X — Y =
<X21 X22> Y <Y21 Yzz)

entonces se verifica que (ejercicio para el lector)

) € M, (C).

X — <Xik1 Xfl) y XY= (Xn Yii+ X2 Y1 Xy1 Yo + Xio Y22>
Xy X3 Xo1 Y11+ XoaYor Xo1Yio+ Xoo Yo/

De hecho, operando con bloques también podemos verificar que

1 /wov X(A) 0 o wE w0 A

Ve \-w v 0 -X(A4)) 2 \V* Vv* ] 4" 0
0, de forma equivalente, que U *AU es la matriz diagonal con diagonal principal (s(A4), —s(4)) €
R2". De esta forma, el vector de autovalores (ordenado en forma decreciente y contando multi-

plicidades) de A resulta (s1(A), -, $n(A), —sn(A), -, —s1(A)).
|

Corolario 3.23. Sean A, B € M, (C). Entonces s(A+ B) <y s(A) + s(B).

Demostracion. Dadas A, B € M,,(C) entonces

~ 5 [0 A 0 B\ _ 0 A+B\ ——
A+B_<A* 0)+<B* 0)_<(A+B)* 0 )—A—{—BGH(Zn).
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Por el Corolario 3.4 deducimos que

—

MA+B) = MA+ B) < A(A) + A(B).

Por el truco del sombrero (Teorema 3.22) y la relacién de mayorizacién anterior vemos que si
k € I,, entonces

YosiA+B) =Y NATB) <Y NA) +X(B) =Y si(A) +si(B).

i€l i€l i€l i€l
[ |

Corolario 3.24 (Desigualdad de Lidskii para valores singulares). Sean A, B € M,,(C). Enton-
ces |s(A) — s(B)| <w s(A — B).

Demostracién. Argumentando como en la prueba anterior, notemos que dadas A, B € M,,(C)

entonces 4/—?3 —A-Be H(2n). Si aplicamos la desigualdad de Lidskii a las matrices auto-
adjuntas A, B vemos que

AA) = A(B) < A(A—B) =AA—-B). (15)

Notemos que

~

MA)=A(B) = (s1(A)=51(B), ..., sn(A)—=sn(B), —(sn(A)—sn(B)), ..., —(s1(A)—s1(B))) € R*".
Por otro lado, |s(A) — s(B)| = (|si(A) — si(B)|)icr,- Sea o € Sy, tal que
|5(A) = s(B)[* = [s(A) =s(B)ls  ie.  [8501)(A) = 851)(B)| = -+ > [85(n)(A) = 5(n)(B)] = 0.

Dado k£ € I, definimos J C Iy, de forma que: j € J si se verifica alguna de las siguiente
condiciones:

L jeoly) , si(A)—s;(B)=0;
2. je{oc(l)+n,...0k)+n}=0(lx)+n , —(s;(4A) —s;(B))>0.
Entonces |J| =k y
Yo Is(A) =s(B)l; =Y (MA) = A(B); <D MA-B);=> s;(A-B),
JE€l jeJ JEl g€l
donde hemos usado la definicion de J, el Corolario 2.9, la relacién de mayorizaciéon en la Eq.
(15) y el truco del sombrero (Teorema 3.22). [ |
Normas unitariamente invariantes. En lo que sigue consideramos la siguiente clase de nor-

mas fundamentales del andlisis matricial.

Definicién 3.25. Una norma N en M,,(C) se dice que es una norma unitariamente invariante
(NUI) , si cumple que
N({UAV)=N(A)

para toda A € M,,(C) y U,V € U(n). Notar que, en tal caso, por el Teorema 3.6 se tiene que
N(A) = N(2(A)). A

Ejemplos 3.26. A modo de ejemplo, consideramos las siguientes familias de nuis en M,,(C).

1. Si k € I, definimos la k-norma KyFan, dada por [|A||x) = >_ ¢y, 5i(A) para A € M,(C).
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2. Sip € (1,00) definimos la norma p, dada por [|All, = (3. s;(A)P)Y/? para A € M,,(C).

J€ln

El hecho de que estas sean nuis en M, (C) es una consecuencia de que los valores singulares
no cambian por multiplicar por unitarios (de cualquier lado) y del Corolario 3.23. Méas adelante
veremos una caracterizacién de las nuis que permite verificar que las expresiones de arriba son
nuis.

Notemos que estas familias de nuis estan relacionadas “por los extremos”, en el siguiente sentido

Jim J Al = 1Al vt Al = Al
A raiz de las identidades anteriores también se nota || A||; para la n-norma KyFan, y || Al|~ para
la 1-norma KyFan, que se denominan norma traza y norma espectral respectivamente. A

Definicién 3.27. Dada una norma N(-) unitariamente invariante, se define la funcién gy :
R™ = R, como
gN(xlv s 7xn) =N (diag(ajlv s aﬁn)) :

Proposicion 3.28. Sea N una NUI. Entonces:
1. gy es una norma en R™.
2. gy(z1, ..., zn) = gN(|z1], - -, |20))-
3. gN(T15- -, Tn) = GN(To(1)s - - s To(n)), Para toda o € Sy,

Observacion 3.29. Una funcién f : R™ — R que cumple los items 1, 2 y 3 de la Proposicién
anterior se denomina gauge simétrica.

Demostracion.

1. Se deduce de que la aplicacién C™ 3 z +— diag (z) € M, (C) es lineal e inyectiva y que N
es una norma en M, (C).

2. Sea z; = wj|z;| donde w; = €. Luego, como diag (w1, .. .,wn) € U(n),
N(|ZL‘1|, ) |$n|) = N(dlag(\mﬂ, R ‘l’n’))
= N(dlag (wla s awn) dlag (|$1‘, sy |xn|))
— N(diag (z1, .., 7a)
=gn(Z1,...,2p).

3. Si 0 € S, es una permutacién, sea P, € Up(n) la matriz de permutacién asociada, que
resulta unitaria. Ademads, se verifica que

Pydiag (z1,...,zy) Po_l = diag (560(1), e ,xg(n)) .

Entonces,
gN(xa(l)a <3 Tg(n) ) = N(dlag ( : xa(n)))
= N(P, dlag(ml,.. z,) P 1)
= N(dla’g (fL’l, c ,Z’n))
=gn(z1,. .., Zn).



Lema 3.30. Si g es una funcion gauge simétrica, entonces, g es mondtona, es decir, si |x;| < |y
para todo i € {1,...,n}, entonces, g(z) < g(y).

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que z,y € RZ. Por un argumento
inductivo, es suficiente verificar que si ¢ € [0, 1], entonces

g(yla"'vtyka"'ayn) Sg(ylaaykv)yn)

Verifiquemos esto ltimo:

1+t 1+4+1¢ 1+4¢
g(yla"'atyka"'ayn =g Yi,eoos = Yky - - -y, — 5 Yn

2 2
11—t 1—t
+< I 2 ( yk)772yn>)
1+ 1—t
STg(y)+Tg(yl,---,—yk,---,yn)
= %g(yH%g(y) =g(y).

Teorema 3.31. Sea g es una funcién gauge simétrica y x,y € R tales que x <y y. Entonces,
9(z) < g(y).

Demostracion. Como x <, y, por la Proposicion 2.17, existe u € R™ tal que x <u < y. Por el
lema anterior, g(z) < g(u). Dado o € Sy, notemos Yo = (Yo(1), - - - » Yo(n))- Por el Teorema 2.12,
existe A C S, tal que u = ) 4 Ao¥s para ciertos A\, tales que A\, € [0,1] y > 4 A = L.
Luego

=g<§}&%>s}j%gm»=§j»aw=g@»

oc€EA oc€A o€A

Teorema 3.32.
1. Si N es una NUI, entonces, gn es una funcion gauge simétrica.
2. Si g es una funcidn gauge simétrica, entonces,
[Allg = g(s1(A), ..., sn(A4)) , A€ My(C)
es una NUI en M,,(C).
Demostracion. 1. Esto es la Proposicion 3.28.

2. Sélo demostraremos la desigualdad triangular. Las deméas propiedades quedan como ejer-
cicio para el lector. Sean A, B € M,(C). Por el Corolario 3.23 tenemos que s(A +
B) <y s(A) + s(B), y entonces

[A+Blly =g(s(A+B)) < g(s(4) + 5(B))
< 9(s(A)) +g(s(B)) = [|Allg + [ Bllg-

El Teorema 3.32 permite ahora verificar que las expresiones en los Ejemplos 3.26 corresponden
a nuis en M,,(C).
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Teorema 3.33. Sean A, B € M,,(C). Entonces son equivalentes:
1. N(A) < N(B) para toda norma unitariamente invariante N.
2. | Al < IBllk) para todo k € 1, .
3. s(A) <w s(B).

Demostracion. Es consecuencia del Teorema 3.31 para funciones gauge simétricas, y del Teorema
3.32. En efecto, si ||Al[) < [|Bl|(x) para todo k € I, entonces s(A) < s(B). Por lo tanto
g(s(A)) < g(s(B)) para toda funcién gauge simétrica. La reciproca es evidente. |

Corolario 3.34. Sean A, B € M, (C)* tales que A < B. Entonces, N(A) < N(B) para toda
norma unitariamente invariante N .

Demostracion. Aplicando el Corolario 3.16, obtenemos que
sp(A) = M (A) < M\(B) = sg(B), paratodo kel, .
Luego basta aplicar el Teorema 3.33. |

Corolario 3.35. Dadas A, B € H(n). Entonces
AMA) = AXB) = s(A) <y s(B).

Demostracion. Sea f(t) = |t|, t € R. Como f es una funcién convexa, por el Teorema 2.19
tenemos que

AA) <AB) = (IXi(A)Dier, <w ([Ni(B)])ier, -

Como A, B € H(n), se tiene que s(A) = (|\;(A)|)ier, ¥ v s(B) = (]Xi(B)|)ier, +. Por lo tanto,
s(A) <y s(B).
|

Corolario 3.36. Dadas A, B € H(n), si A(A) < A\(B) entonces N(A) < N(B) para toda norma
unitariamente invariante N .

Demostracion. Se deduce del Corolario 3.35 y del Teorema 3.32. |

4. Comentarios finales

La teoria de mayorizacion de vectores es elemental y a su vez profunda, en términos de los
resultados que se obtienen a partir de ella. En estas notas se ha cubierto de forma mé&s que
modesta una serie de topicos sesgados hacia el andalisis matricial. Para una lectura mas detallada
se recomienda el texto [5]. Como hemos mencionado, esta exposicién estd basada en el texto
[1]. Otras referencias cldsicas en donde se desarrolla la mayorizacién son los libros [2, 3, 4].
La influencia de la relacion de mayorizacién en el desarrollo de desigualdades en ambientes no
conmutativos puede apreciarse en los textos de andlisis matricial previamente mencionados y
también en el texto [6]. La mayorizacién como herramienta para probar desigualdades traciales
asi como los teoremas de tipo Schur-Horn (de matrices y en en el contexto més general de
algebras de operadores) han atraido la atencién del expositor y estén relacionados con parte de
su trabajo de investigacion, lo que ha motivado la eleccién de este tépico para el curso.
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5. Apéndice: descomposicién polar de matrices

En esta secciéon probamos el Teorema 3.6 sobre la descomposicion polar. Recordemos su
enunciado:

Teorema. Sea A € M,,(C). Entonces
1. Para todo x € C", se verifica que ||Azx| = || |A|z]|.

2. Si definimos U : R(|A|) — R(A) dado por U(|A|z) = Az, para x € C"* entonces U es una
isometria entre los subespacios que son los rangos de |A| y A respectivamente. Si U € U(n)
es cualquier extension de U a una isometria de C" entonces

A =UlA|,
que es la llamada descomposicién polar (DP) de A, aunque no es siempre tinica.
3. Cualquier U € U(n) que cumpla A = U|A|, verifica que UA* AU* = AA*, y por lo tanto
UlAU" = |A*] y A=|A"U.
FEsto dice que U* es un unitario admisible para la DP de A*.

Demostracion. Si A = 0 el enunciado es trivialmente cierto (|A| = 0 y se puede tomar cualquier
unitario U € U(n)). Suponemos entonces que A € M, (C), A# 0. Si x € C" entonces

lAz|? = (Az, Azx) = (A" Az, 2) = (| Az, ) = (|Alz, |Alz) = |||A]z ||?

donde hemos usado que A*A = |A|%. Si consideramos los dos subespacios de C* dados por los
rangos R(|A|) y R(A) podemos definir la funcién

U:R(JA]) » R(A) dadapor U(|Ajz)=Ax, zeC".

Notemos que U estd bien definida: si z, y € C" son tales que |A]z = |Aly entonces |A|(z—y) = 0
entonces |||A|(x —y) || = 0 de forma que ||A(z —y)|| = |||A|(x — y) || = 0 y entonces Ax = Ay.
Ademdés, es sencillo verificar que U es lineal. Como ||[Uw|| = ||w]|| por construccién y por el item
1. (w = |A|z para algin z € C" de forma que Uw = Az) entonces U es una isometria entre
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R(|A]) y R(A). En particular, dim R(|A|) = dim R(A) de forma que dim R(|A|)* = dim R(A)" .
Sea V : dim R(|A|)* — dim R(A)* una isometria (arbitraria) y definamos

U:C"=R(|A]) @ R(|A])*t - C" = R(A) & R(A)*
mediante
Ulxy ®x9) =Uzy @ Vazy donde z, € R(JA]) vy  x € R(A]L.

Es sencillo verificar que la matriz de U con respecto a la base canénica (que seguimos denotando
U) satisface U € U(n) (pues U es una isometria de C" en C") y es tal que

UlAlz =U(|Alz®0) = U(|Alz) ®V0 = Az para x € C".
Para verificar el item 3 notamos que si A = U|A| entonces
UA*AU* = U|APU* = (U|A|)(JA|U*) = AA*.

En este caso, si f: R, — C entonces f(AA*) = f(U(A*A)U*) = U f(A*A)U*, por construcciéon
del célculo funcional. En particular, si f(z) = z1/2 para xz € R . entonces

|A*| = f(AA") = Uf(A*A)U* = U|A|U*.

La prueba de las afirmaciones restantes se deja a cargo del lector. |
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